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1 Introduction

Les objets principaux de notre intérêt dans cette mémoire sont les tores plats de di-
mension 2. Abstraitement, ce sont des variétés riemanniennes dont la variété lisse
sous-jacente est le tore de dimension 2 et qui sont localement isométriques à R2. Plus
concrètement, on peut en obtenir un comme le quotient R2/Γ, où Γ est un réseau dans
R2. De plus, à isométrie près, tout tore plat de dimension 2 (et, en fait, toute surface
plate orientable) est de cette forme (voir Théorème 2.1.6). Ces objets sont donc assez
compréhensibles.

En les regardant, une question se pose naturellement: peut-on réaliser un tore plat
abstrait dans R3? C’est à dire, existe-t-il un plongement isométrique (au sens rieman-
nien) de ce tore dans R3? Intuitivement, bien qu’il soit possible de fabriquer un tore à
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partir d’un rectangle élastique (topologie), il est difficile de le faire avec un rectangle de
papier (géométrie) — des rides vont nécessairement apparâıtre. Ce raisonnement intuitif
est vérifié dans la section 2, où l’on prouve l’impossibilité d’un tel plongement, pour des
raisons geométriques (Corollaire 2.2.2).

Mais il se trouve que 4 dimensions suffisent. Plus precisement, dans la section 3 on
prouve le Théorème 3.0.1 qui dit que tout tore plat admet un plongement isométrique
dans R4, en utilisant un objet très connu dans geométrie et topologie — la fibration de
Hopf. Cette consrtuction a été décrite par Pinkall dans l’article [Pin85].

Dans la section 4, nous considérons le C1−plongement de tores plats dans R3 (voir
Théorème 4.1.2), il est vraiment surprenant qu’une telle plongement existe. Nous allons
esquisser l’idée de la construction. L’assertions plus générales ont été prouvées par Nash
et Kuiper dans [Nas54] et [Kui55] respectivement. Mais nous allons suivre l’exposition
excellente de Borrelli et al. [BJLT13].

Dans la section 5 on travaille avec la notion du plongement isométrique la plus
faible — linéaire par morceaux. Un tel plongement correspond au pliage de la feuille de
papier à la manière d’un “origami”. L’existence de tels plongements est prouvée pour
tous tores plats dont le développement en parallélogramme plat est “suffisamment long”
(voir Théorème 5.0.2). Cette construction vient de l’article par Zalgaller [Zal97].

2 Motivation géométrique

Dans cette section, on rappelle les notions de base de géométrie riemannienne (isométrie,
plongement isométrique et courbure de Gauss). Puis, dans la sous-section 2.1, on définit
les tores plats et on donne un critère pour qu’une variété riemannienne soit un tore
plat. Finalement, dans la sous-section 2.2, on montre qu’il n’existe pas de plongement
isométrique d’un tore plat dans R3.

Définition 2.0.1. Une C∞ isométrie entre deux varietés riemanniennes (M, gM ) et
(N, gN ) est une difféomorphisme f : M → N dont l’application tangente en tout point
est une isométrie.

Un C∞ plongement isométrique entre deux varietés riemanniennes (M, gM ) et
(N, gN ) est un plongement f : M → N dont l’application tangente en tout point est une
isométrie sur son image.

Exemple 2.0.2. Dans le cas où M = U un ouvert de R2 et N = Rn, on obtien la
définition d’un C∞ plongement isométrique x : U → Rn:

〈 ∂x
∂ui

,
∂x

∂uj
〉 = δij , i, j = 1, 2

où ui sont des coordonnées standards de R2.

Définition 2.0.3. Supposons que nous avons une surface S ⊂ R3. Au voisinage de
chaque point p de S, on peut representer S (à isométrie près) comme le graphe d’une
fonction z = f(x, y) telle que p = (0, 0) et f = ex2 + 2fxy + gy2 + O(|(x, y)|3). Alors,
on définit la courbure de Gauss de S en p comme 4(eg − f2).
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Remarque. La courbure de Gauss est bien définie car invariante par isométries de R3.
De plus, le théorème Egregium nous dit que la courbure de Gauss ne dèpend pas du
plongement isométrique de S dans R3.

Remarque. La notion de la courbure de Gauss peut être étendue à une surface rieman-
nienne abstraite.

2.1 Tores plats

Rappelons qu’un réseau dans R2 est un sous-groupe abelien libre de R2, de rang 2,
engendré par deux vecteurs linéairement indépendants. Par exemple, si Γ = {mv1 +
nv2|m,n ∈ Z}, avec v1, v2 linéairement indépendants, on note Γ par 〈v1, v2〉.

Définition 2.1.1. Un tore plat est une variété riemannienne isométrique à R2/Γ, où
Γ est un réseau de R2, avec la métrique induite de la métrique standard sur R2.

Notons que, bien que les tores plats soient tous orientables, lorsque nous utilisons
le terme tore plat, nous les considérons uniquement comme des variétés riemanniennes,
mais non comme variétés riemanniennes orientées.

Lemme 2.1.2. La courbure de Gauss d’un tore plat est 0.

Démonstration. Le lemme découle du théorème Egregium parce que la courbure d’un
plan dans R3 est évidemment 0.

Exemple 2.1.3. Un C∞ plongement isométrique de R2/Γ dans Rn peut être consideré
comme un plongement isométrique Γ-invariante f : R2 → Rn, c’est à dire, pour tout
v ∈ Γ on a f(x+ v) = f(x).

Maintenant, on va donner un critère pour qu’une variété riemannienne soit un tore
plat.

Lemme 2.1.4. Le groupe d’isométrie de (R2, can) est Isom(R2, can) = R2 oO(2), où
can désigne la métrique standard sur R2, R2 o O(2) désigne le groupe engendré par les
translations et les transformations linéaires orthogonales. De plus, les isométries qui
fixent l’origine sont les applications linéaires orthogonales.

Démonstration. Premièrement, il est clair que les translations et les transformations
linéaires orthogonales sont des isométries. Inversement, si f est une isométrie, alors
F = f − f(0) est également une isométrie et a 0 comme point fixe. Il en résulte que
la carte tangente T0F : T0R2 → T0R2 est une isométrie. Ensuite, si nous identifions R2

avec T0R2, alors F et T0F sont deux isométries de R2, les deux fixent 0, et induisent
la même application tangente à 0. Par [Pet16, Proposition 5.6.2], F = T0F est une
transformation orthogonale linéaire, donc f est une composition de la translation et
de la transformation linéaire orthogonale. La deuxième assertion decoule de la preuve
précedente.
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Soit r : R2 → R2 : (x, y) 7→ (−x, y) une isométrie renversant l’orientation. Alors à
partir de la preuve du lemme, nous voyons que pour tout f ∈ Isom(R2, can), f = t ◦ s
ou f = t ◦ s ◦ r, où t est une translation et s est une rotation.

Lemme 2.1.5. Soit f ∈ Isom(R2, can) = R2oO(2) une isométrie préservant l’orientation
sans point fixe, alors f est une translation.

Démonstration. Puisque la translation et la rotation préservent l’orientation, il en résulte
par le Lemme que f = t◦s, où t est une translation par le vecteur v est s est une rotation
d’angle θ. En résolvant z = eiθz + v, nous voyons que si eiθ 6= 1, alors f a un point fixe.
Donc f doit être une translation.

Théorème 2.1.6. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et orientable à 2
dimensions de courbure constante zéro, alors M est un tore plat.

Le point clé dans la preuve du Théorème 2.1.6 est le théorème de Killing-Hopf (voir
[Pet16, Corollaire 5.6.14]).

Théorème 2.1.7. Si (M, g) est une variété riemannienne connexe, géodésiquement
complète, à courbure constante k, alors le rêvetement universel de M est isométrique
à Snk . Où Snk indique la forme spatiale (space form en anglais) de dimension n et de
courbure sectionnelle constante k.

Notons que lorsque n = 2, k = 0, alors Snk = (R2, can).

Démonstration du Théorème 2.1.6. Tout d’abord, d’après la formule de Gauss-Bonnet,
nous trouvons que la caractéristique d’Euler χ(M) = 0, donc M est difféomorphe à
R2/Z2, donc il y a un revêtement différentiable π : R2 →M dont le groupe de transfor-
mation de revêtement est isomorphe à Z2, avec les générateurs (1, 0), (0, 1) de Z2 corre-
spondant à des applications préservant l’orientation. Puisque M est compact, (M, g) est
géodésiquement complet ([Pet16, Corollaire 5.2.5]). Or (R2, π∗g) est aussi une variété
riemannienne géodésiquement complet, et de plus, elle est simplement connexe. ([Pet16,
Corollaire 5.6.3])

Maintenant, nous appliquons le théorème de Killing-Hopf à (R2, π∗g), ce qui mon-
tre que le rêvetement universel de (R2, π∗g) est isométrique à (R2, can), mais (R2, π∗g)
est simplement connexe, donc isométrique à (R2, can). En composant cette isométrie
avec π, nous obtenons un revêtement riemannien (R2, can) → (M, g), dont le groupe
de transformation de revêtement est isomorphe à Z2. Puisque le revêtement est un
revêtement riemannien, les transformations de revêtement sont toutes des isométries.
Isom(R2, can) = R2oO(2) et les transformations de revêtement doivent être sans points
fixes. Soit t1, t2 deux générateurs du groupe de transformation de revêtement correspon-
dant à (1, 0), (0, 1) de Z2. Puisqu’ils sont des isométries, sans point fixés et préservant
l’orientation, il en résulte par le Lemme 2.1.5 qu’ils doivent être des translation par cer-
tains vecteurs. Puisque M est compact, leurs vecteurs correspondants sont linéairement
indépendants. Le résultat suit.

Remarque. En fait, nous n’avons pas besoin de ce résultat dans ce qui suit. Cependant,
cela renforce le théorème principal 3.1.
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2.2 Impossibilité de plongement isométrique dans R3

Proposition 2.2.1. Soit S ⊂ R3 une surface compacte connexe orientée, alors il existe
x ∈ S tel que la courbure de Gauss K(x) en x soit strictement positive.

Démonstration. Comme S est compacte, on peut trouver un point p ∈ S à distance
maximale de l’origine. Quitte à effectuer une rotation et une homothétie, on peut sup-
poser que p = (0, 0, 1). On se donne U ⊂ R2 voisinage ouvert de 0 et z : U → R
une application C∞ tels que l’application U → R3, (x, y) 7→ (x, y, z(x, y)) est une
paramétrisation de S au voisinage de p. On a z(0, 0) = 1, dz(0, 0) = 0. On peut donc
écrire z(x, y) = 1 + ex2 + 2fxy+ gy2 +O(|x, y|3). Quitte à choisir d’autres coordonnées
orthonormales directes sur R2×0 (ce qui n’affecte pas la courbure en p), on peut supposer
que z(x, y) = 1+ex2+gy2+O(|x, y|3). On a alors en p que K(p) = 4eg. Par maximalité
de la norme en p, on peut écrire z(x, y) ≤

√
1− x2 − y2 = 1 − 1

2(x2 + y2) + O(|x, y|3).
Cela force e, f ≤ −1

2 puis K(p) ≥ 1.

Corollaire 2.2.2. Il n’y a pas de plongement isométrique de tore plat dans R3.

3 Plongement lisse dans R4

L’objectif de cette partie est de prouver le résultat suivant:

Théorème 3.0.1. Tout tore plat de dimension 2 peut être plongé isométriquement dans
R4.

La preuve repose sur une construction explicite décrite par Pinkall dans [Pin85] dont
l’ingrédient clé est la fibration de Hopf. Mais notre exposition va être plus détaillée.

Dans la subsection 3.1 on introduit la fibration de Hopf et ses propriétés. Dans la
subsection 3.2 on montre comment relever les courbes de S2 dans S3 par rapport à la
fibration de Hopf. Dans les subsection 3.3 et 3.5 nous donnons les preuves plus explicites
que ceux de Pinkall des Propositions 3.3.3 et 3.5.2, qui sont les propositions clés dans
la preuve du Théorème 3.0.1. La subsection 3.4 donne le point de vue plus général sur
la construction, en introduisant la notion de S1-fibré principal. Dans la subsection 3.6
on classifie des tores plats à homothéthie près, en utilisant l’action de PGL(2,Z) sur le
demi-plan supérieur. Finalement, dans la subsection 3.7 on finit la preuve du Théorème
3.0.1, en faisant l’analyse précise de nombre de types de courbes dans S2 correspondantes
à chaque tore plat. Cette analyse nous a permis de corriger une erreur dans la preuve
de Pinkall.

3.1 Généralités sur la fibration de Hopf

Rappelons que sur S2 on a les cartes UN = S2 \ {N} = S2 \ {(0, 0, 1)}, US = S2 \ {S} =
S2 \ {(0, 0,−1)} qui sont difféomorphes à C par les projections stéréographiques sur le
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plan R2 ∼= C:

pN : UN → R2, (x, y, z) 7→ (x, y)

1− z

pS : US → R2, (x, y, z) 7→ (x, y)

1 + z

d’inverses

p−1N : R2 → UN , (u, v) 7→ (2u, 2v, u2 + v2 − 1)

u2 + v2 + 1

p−1S : R2 → US , (u, v) 7→ (2u, 2v, 1− u2 − v2)
u2 + v2 + 1

Définissons deux applications

πN : C× C∗ → C, (z, w) 7→ z

w

πS : C∗ × C→ C, (z, w) 7→ w̄

z̄

Proposition 3.1.1. Les applications p−1N ◦ πN et p−1S ◦ πS cöıncident sur l’intersection
de leurs domaines de définition. Elles définissent une application lisse π̂ : C2\{0} → S2.

Démonstration. Rapelons que le changement de carte pS ◦ p−1N sur S2 est donné par

l’inversion dans le cercle unité (x, y) 7→ (x,y)
x2+y2

. Dans les coordonnées complexes cette

inversion s’écrit z 7→ z̄−1.
L’intersection des domaines de définition est {(z, w) ∈ C2 : z 6= 0, w 6= 0}. Pour ces

points on a donc:

p−1N ◦ πN (z, w) = p−1N

( z
w

)
= p−1S

(
pS ◦ p−1N

( z
w

))
= p−1S

(
w

z

)
= p−1S ◦ πS(z, w).

Comme (C∗ × C) ∪ (C × C∗) = C2 \ {0}, ces deux applications bien définissent une
application π̂ : C2 \ {0} → S2. Elle est lisse, car ses expressions dans les cartes (UN , pN )
et (US , pS) sont évidemment lisses.

Dans la suite on fait les identifications C2 ∼= R4 et R3 ∼= C× R.

Définition 3.1.2. La fibration de Hopf π est la restriction de π̂ à S3 ⊂ C2 \ {0}.
C’est donc une application lisse S3 → S2.

Proposition 3.1.3. L’expression pour π : S3 → S2 ⊂ R3 est

π(z, w) = (2w̄z, |z|2 − |w|2).
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Démonstration. Notons que si on identifie (u, v) avec Z = u + iv, alors l’expression

complexe pour p−1N est p−1N (Z) = (2u,2v,u2+v2−1)
u2+v2+1

= (2Z,|Z|2−1)
|Z|2+1

.

Alors, pour w 6= 0 on a:

π(z, w) = p−1N ◦ πN (z, w) = p−1N (
z

w
)

=
(2z/w, |z|2/|w|2 − 1)

|z|2/|w|2 + 1
=

(2w̄z, |z|2 − |w|2)
|z|2 + |w|2

.

Il reste à noter que S3 s’identifie avec l’ensemble {(z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 = 1}.

Point de vue projective. L’application de Hopf π : S3 → S2 peut être aussi
construite comme suit. D’abord, on restreint la projection canonique p : C2\{0} → CP 1

à la sphère unité S3 dans C2 (où on fait l’identification C2 = R4). Puis on compose avec
le difféomorphisme canonique s : CP 1 ∼= S2:

π = s ◦ p|S3

C’est en effet la fibration de Hopf. Cela peut être vérifié aisément en coordonnées
locales.

Point de vue quaternionique. Pour notre problème nous avons aussi besoin
d’un point de vue quaternionique. Soit H l’algèbre à division des quaternions {q =
a+ bi+ cj+dk|a, b, c, d ∈ R} avec les relations quaternioniques: i2 = j2 = k2 = −1, ij =
k, jk = i, ki = j. On identifie H avec C2 par a + bi + cj + dk = (a + bi, c + di) =
(z, w) = z+wj. La multiplication quaternionique se réécrit donc comme (z, w)(z′, w′) =
(zz′ − ww′, zw′ + wz′). Comme dans C, on peut munir H d’une norme par |q|2 = qq =
a2 + b2 + c2 + d2 = |z|2 + |w|2.

On identifie S3 avec l’ensemble de quaternions unitaires {q ∈ H, |q| = 1} et S2 avec
la sphère unité dans le sous-espace de H engendré par 1, j et k. Donc S2 = {(t, ξ)|t ∈
R, ξ ∈ C, t2 + |ξ|2 = 1}. Rappelons que pout tous p, q ∈ H on a |pq| = |p| · |q|. Donc le
groupe S3 agit isométriquement sur lui-même par multiplication à gauche.

Soit q 7→ q̃ l’antiautomorphisme de H qui fixe 1, j, k et envoie i vers −i. Dans les
coordonnées complexes il devient (z, w) 7→ (z̄, w). Le fait que c’est un antiautomorhisme
signifie que pour tous p, q ∈ H on a: p̃+ q = p̃+ q̃ et p̃q = q̃p̃.

Proposition 3.1.4. L’expression complexe pour l’application S3 → H, q 7→ q̃q est

(|z|2 − |w|2, 2z̄w).

En particulier, son image est dans span(1, j, k), et, quitte à composer avec l’isométrie
span(1, j, k)→ R3, (a, c, d) 7→ (c,−d, a), c’est la fibration de Hopf.

Démonstration. En regardant les expressions complexes pour la multiplication et pour
l’antiautomorphisme, on obtient:

q̃q = (z̄, w)(z, w) = (z̄z − ww̄, z̄w + wz̄) = (|z|2 − |w|2, 2z̄w).

Le resultat découle de la Proposition 3.1.3.
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Les fibres de π. Notons que d’après l’expression de π dans des cartes de S2, la
fibre de π contenant (z, w) = q est exactement le cercle (eiφz, eiφw) = eiφq, φ ∈ R.

On peut le voir aussi du point de vue projective: comme tout sous-espace de dimen-
sion complexe 1 est un sous-espace de dimension réelle 2, il intersecte S3 en un cercle de
rayon 1. Alors pour tout x ∈ S2 sa préimage π−1(x) est S1.

Donc π donne une partition de S3 par des grands cercles. De plus, la fibration de
Hopf provient de l’action de S1 sur S3 par eiφ · (z, w) 7→ (eiφz, eiφw).

En fait, on a

Lemme 3.1.5. La fibration de Hopf π est une fibration localement triviale.

Démonstration. L’application π est bien une submersion surjective (on peut le déduire
du fait que la projection canonique C2 \ {0} → CP 1 est une submersion surjective).
De plus, S3 est compact, donc π est une application propre. Alors, par le théorème
d’Ehresmann, π est une fibration localement triviale.

3.2 Relèvements des courbes

L’idée principale de la preuve est que l’image inverse de toute courbe fermée simple
dans S2 est un tore plat plongé dans S3.

Lemme 3.2.1. Soit p : [a, b] → S2 une courbe immergée. Alors on peut trouver une
courbe η : [a, b]→ S3 telle que π ◦ η = p et η est orthogonale aux fibres de π.

Démonstration. Comme π : S3 → S2 est une fibration localement triviale (Lemme
3.1.5), on peut relever p en une courbe lisse η0 : [a, b] → S3 de sorte que π ◦ η0 = p
(propriété HLP, voir [Hat02, Théorème 4.48]). Maintenant, on va chercher η sous la
forme η(t) = eiφ(t)η0(t). Evidemment, on a bien π ◦ η = p. Le vecteur tangent à la fibre
de π contenant η(t) est égal à ieiφ(t)η0(t). La condition d’orthogonalité se réécrit donc
comme 〈η′(t), ieiφ(t)η0(t)〉 = 0. En développant on obtient:

〈iφ′(t)eiφ(t)η0(t) + eiφ(t)η′0(t), ie
iφ(t)η0(t)〉 = 0.

Comme la multiplication par eiφ(t) est une isometrie, l’équation se simplifie:

〈iφ′(t)η0(t) + η′0(t), iη0(t)〉 = 0,

φ′(t)|iη0(t)|2 + 〈η′0(t), iη0(t)〉 = 0,

φ′(t) = −〈η′0(t), iη0(t)〉.

Donc φ = −
∫
〈η′0, iη0〉 convient.

Lemme 3.2.2. Soit p une courbe immergée dans S2 de longueur L, et soit η définie
comme dans le Lemme 3.2.1. Alors pout tout t on a |p′(t)| = 2|η′(t)|. En particulier, la
longueur de η est égale à L/2.
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Démonstration. On sait que η′(t) est orthogonale à iη(t). Donc il existe une application
u : [0, L]→ span(1, j, k) telle que

η′ = uη.

Alors pour p dans S2, par Proposition 3.1.4, on a p = η̃η, p′ = η̃′η+ η̃η′ = (̃uη)η+ η̃uη =
2η̃uη = 2η̃η′. Donc |p′| = 2|η̃| · |η′| = 2|η′| et la longueur de p est 2 fois plus grande que
celle de η.

3.3 Relèvements des lacets

Lemme 3.3.1. Soit X le champ de vecteurs qui engendre la S1-action de la fibration de
Hopf sur S3. Soit ω = 〈X, ·〉 la 1-forme duale. Soit aussi dV la 2-forme d’aire canonique
sur S2. Alors dω est l’image reciproque de 1

2dV par π:

dω = π∗
1

2
dV.

Démonstration. On va vérifier l’identité en coordonnées. Notons que le champ de
vecteurs X et la 1-forme ω peuvent être prolongés à tous le R4. Soit x = (z, w) =
(x1, x2, x3, x4) et posons X̂(x) = ∂φ(eiφz, eiφw)|φ=0 = (iz, iw) = (−x2, x1,−x4, x3).
Donc on obtient:

ω̂ = −x2dx1 + x1dx2 − x4dx3 + x3dx4,

dω̂ = 2(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4).
dω = dω̂|S3

Rapelons que π = π̂|S3 (Définition 3.1.2) et que sur C × C∗ on a π̂ = p−1N ◦ πN
(Proposition 3.1.1).

L’expression pour πN est (z, w) 7→ z
w ou

(x1, x2, x3, x4) 7→
x1 + ix2
x3 + ix4

=

(
x1x3 + x2x4
x23 + x24

,
x2x3 − x1x4
x23 + x24

)
.

Soit s = (p−1N )∗dV l’image reciproque de dV par p−1N . Alors il suffit de prouver que
dω̂ cöıncide avec 1

2π
∗
Ns sur S3 (aux points où cette dernière est définie).

Remarque. En fait, cela donne la preuve de l’identité pour R4 \ {x3 = x4 = 0}. En répétant le

raisonnement qui suit avec la projection de pôle sud pS on obtient la preuve pour R4 \ {x1 = x2 = 0}.

Comme ces deux ensembles recouvrent R4 \ {0}, le fait initial va être prouvé.

L’expression pour s peut être trouvée comme suit. D’abord, l’expression g de la
métrique de la sphère après la projection pN est bien connue [Lee18, calcul dans la
Proposition 3.5]: g = 4

(u2+v2+1)2
(du2 + dv2), où (u, v) sont des coordonnées standards

dans le plan de la projection stéréographique. Puis on utilise la formule pour l’expression
de la forme de volume en coordonnées [Lee13, Proposition 15.31]:

s =
√

det(gij)du ∧ dv =

√(
4

(u2 + v2 + 1)2

)2

du ∧ dv =
4

(u2 + v2 + 1)2
du ∧ dv.
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Ecrivons πN = (u, v), où u, v : R4 \ {x3 = x4 = 0} → R. Alors

dπN =

(
du
dv

)
=


x3

x23+x
2
4

x4
x23+x

2
4

−x1x23+x1x24−2x2x3x4
(x23+x

2
4)

2

−x2x24+x2x23−2x1x3x4
(x23+x

2
4)

2

− x4
x23+x

2
4

x3
x23+x

2
4
−−x2x

2
4+x2x

2
3−2x1x3x4

(x23+x
2
4)

2

−x1x23+x1x24−2x2x3x4
(x23+x

2
4)

2


Remarquons que dπN est de la forme

(
A B C D
−B A −D C

)
.

Maintenant, on va calculer π∗Ns en utilisant les formules suivantes, qui sont vraies
pour les points de S3 est les espaces tangents de S3:

x21 + x22 + x23 + x24 = 1 (1)

x1dx1 + x2dx2 + x3dx3 + x4dx4 = 0 (2)

Ecrivons:

π∗Ns =
4

(u2 + v2 + 1)2
du ∧ dv =

4

(
x21+x

2
2

x23+x
2
4

+ 1)2
du ∧ dv

=
4(x23 + x24)

2

(x21 + x22 + x23 + x24)
2
du ∧ dv (1)

= 4(x23 + x24)
2du ∧ dv

Puis:

du ∧ dv =(A2 +B2)dx1 ∧ dx2 + (C2 +D2)dx3 ∧ dx4+
+ (−AD +BC)(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4) + (AC +BD)(dx1 ∧ dx4 − dx2 ∧ dx3)

=
1

x23 + x24
dx1 ∧ dx2 +

x21 + x22
(x23 + x24)

2
dx3 ∧ dx4 +

1

(x23 + x24)
2
· E

où on a dénoté

E = (x1x4 − x2x3)(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4)− (x1x3 + x2x4)(dx1 ∧ dx4 − dx2 ∧ dx3)
= (x1dx1 + x2dx2) ∧ (x4dx3 − x3dx4) + (−x2dx1 + x1dx2) ∧ (x3dx3 + x4dx4)

(2)
= (−x3dx3 − x4dx4) ∧ (x4dx3 − x3dx4) + (−x2dx1 + x1dx2) ∧ (−x1dx1 − x2dx2)
= (x23 + x24)dx3 ∧ dx4 + (x21 + x22)dx1 ∧ dx2

Finalement, on obtient:

π∗Ns = 4

[
(x23 + x24)dx1 ∧ dx2 + (x21 + x22)dx3 ∧ dx4 + (x23 + x24)dx3 ∧ dx4 + (x21 + x22)dx1 ∧ dx2

]
(1)
= 4(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) = 2 · dω̂.
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Remarque. Soit p : S1 → S2 une C∞ courbe orientée simple fermée. Alors elle sèpare
S2 en deux composantes connexes. Chaque composante est homéomorphe au disque
ouvert D2. On peut le voir en utilisant le théorème de Jordan-Schoenflies (voir, par
exemple, [Cai51]) après la projection stéréographique sur un plan. En appliquant à
chaque composante connexe le théorème de la représentation conforme de Riemann,
ainsi que le comportement lisse au bord de l’application de Riemann (voir [BK87]), on
obtien que la fermeture de chaque composante, avec le bord p, est en fait difféomorphe
au disque fermé D2 comme la variété au bord. Une de ces composantes est située à
gauche de p, et l’autre — à droite.

Définition 3.3.2. Avec la notation comme ci-dessus, l’aire orientée de p est définie
comme l’aire de la composante connexe à gauche de p.

Proposition 3.3.3. Posons S1 := R/αZ pour α > 0. Soit p : S1 → S2 une courbe
fermée simple de l’aire orientée A. Relevons p en une courbe η : R → S3 comme dans
le Lemme 3.2.1, c’est à dire: ∀t : π(η(t)) = p(t+ αZ) et η′ ⊥ iη.

Alors pour tout t on a η(t+ α) = e−iA/2η(t).

Démonstration. Par la construction de η, on a π(η(α)) = π(η(0)). On peut donc sup-
poser

η(α) = eiδη(0)

pour un certain δ ∈ R.
Maintenant, soit η(t+ α) = eiδ1(t)η(t), t ∈ R. Alors

η′(t+ α) = iδ′1(t)e
iδ1(t)η(t) + eiδ1(t)η′(t)

= iδ′1(t)η(t+ α) + eiδ1(t)η′(t).

Notons que η′(t) ⊥ iη(t) = ie−iδ1(t)η(t + α), donc eiδ1(t)η′(t) ⊥ iη(t + α). Comme
η′(t + α) ⊥ iη(t + α), on obtient iδ′1(t)η(t + α) ⊥ iη(t + α). Alors δ′1(t) ≡ 0 ⇒ δ1 =
const = δ et donc

∀t ∈ R : η(t+ α) = eiδη(t).

Choisissons un plongement c : D2 → S2 tel que ∂c = p (il existe par la remarque
précédente). On peut penser à D2 comme un quotient de S1 × I, où I := [0, 1], en
réduisant S1 × {1} à un point. Donc l’application c induit g : S1 × I → S2, et on peut
la considérer comme une homotopie {gs : S1 → S2}s∈I , avec g0 = p et g1 ≡ const.

Considérons maintenant ξ : R → S3, ξ(t) = e−i
δ
α
tη(t). Alors pour tout t ∈ R on a

ξ(t + α) = e−i
δ
α
(t+α)η(t + α) = e−i

δ
α
te−iδeiδη(t) = e−i

δ
α
tη(t) = ξ(t). Donc ξ descend en

une application S1 = R/αZ→ S3. De plus, π ◦ ξ = p = g0. Comme la fibration de Hopf
est une fibration localement triviale (Lemme 3.1.5), elle a la propriété HLP (voir [Hat02,
Théorème 4.48]), et il existe donc un relèvement h : S1 × I → S3 de g : S1 × I → S2

(c’est à dire π ◦ h = g), telle que h0 = ξ. Puisque, par construction, l’image de S1 ×{1}
par g est l’image d’un point de c, on voit que l’image de S1×{1} par h est dans la fibre
d’un point de S2 dans S3. On peut donc écrire h(t, 1) = eiφ(t)h(0, 1), pour une certaine
φ : R/αZ→ R/2πZ.
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Maintenant, on calcule toutes les intégrales sur la variété S1 × I.

A

2
=

∫
S1×I

g∗
1

2
dV =

∫
S1×I

h∗π∗
1

2
dV

=

∫
S1×I

h∗dω =

∫
S1×I

dh∗ω =

∫
∂(S1×I)

h∗ω.

Notons que ∂(S1 × I) =
(
S1 × {0}

)
∪
(
S1 × {1}

)
. Sur S1 × {0} on a∫

S1

h∗0ω =

∫ α

0
ω(ξ′(t))dt =

∫ α

0
〈ξ′(t), iξ(t)〉dt

On a aussi

ξ′(t) =

(
i

(
− δ
α

)
+
η′(t)

η(t)

)
ξ(t).

Rappelons que η′(t)
η(t) = u(t) ∈ span(1, j, k). Alors

〈ξ′(t), iξ(t)〉 = − δ
α
.

Sur S1 × {1} on a∫
S1

h∗1ω =

∫ α

0
ω(h′1(t))dt =

∫ α

0
〈h′1(t), ih1(t)〉dt

=

∫ α

0
〈iφ′(t)h1(t), ih1(t)〉dt =

∫ α

0
φ′(t)dt = 2kπ,

où k ∈ Z. La dernière égalité est due au fait que φ : R/αZ → R/2πZ (en fait c’est le
degré de l’application φ).

On a donc

δ = −A
2
− 2kπ.

Alors, pout tout t ∈ R on a η(t+ α) = ei[−A/2−2kπ]η(t) = e−iA/2η(t).

3.4 Digression: S1-fibré pricipal et connexion

Dans cette section, nous introduisons la notion de S1-fibré principal. Pour plus de
détails sur ce sujet, on peut consulter [KN96, Chapitre 2]. Nous donnerons ensuite deux
exemples détaillés, l’un étant la fibration de Hopf, l’autre étant le fibré tangent unitaire
d’une surface riemannienne.

Définition 3.4.1. Soit M une variété lisse, S1 le groupe de Lie. Un S1-fibré principal
sur M , est une variété P munie d’une submersion surjective π : P → M et une action
à gauche S1 → Diff(P ) qui:

• preserve les fibres de π;
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• agit librement;

• agit transitivement sur chaque fibre.

Définition 3.4.2. Soit π : P →M un S1-fibré principal. Alors, une section (globale)
de π est une application lisse s : M → P telle que π ◦ s = idM . Soit U ⊆ M un sous-
ensemble ouvert de M , alors une section (locale) de π sur U est une application lisse
s : U → P telle que π ◦ s = idU .

Soit π : P →M un S1-fibré principal sur M . Dans l’espace tangent de chaque point
q de P , il existe un sous-espace vectoriel engendré par le vecteur Xq = d

dt |t=0e
it.q, noté

Fq. Alors, la collection {Fq}q∈P forme un sous-fibré du fibré tangent TP .

Définition 3.4.3. Une connexion principale sur P est un sous-fibré H de TP tel
que

• TP = F ⊕H;

• H est invariant par S1, c’est-à-dire d(Lg)x(Hx) = Hgx,∀g ∈ S1, ∀x ∈ P .

Définition 3.4.4. Soit π : P → M un S1-fibré principal, H une connexion de P . Soit
p : [a, b]→M une courbe lisse dans M . Un relèvement horizontal de p est une courbe
lisse η : [a, b]→ P telle que

• π(η(t)) = p(t);

• η′(t) ∈ Hη(t),∀t ∈ [a, b].

Remarque. En fait, dans tout S1-fibré principal avec une connexion, toute courbe lisse
dans l’espace de base admet un relèvement horizontal par rapport à cette connexion,
voir [Son15, Theorem 10.4].

Soit π : P → M un S1-fibré principal. Pour tout q ∈ P considérons l’application
rq : S1 → π−1(π(q)) ⊂ P, eiφ 7→ eiφ.q, ainsi que sa différentielle en l’élément neutre de
S1 qui est d1rq : R→ Fq, a 7→ aXq.

Définition 3.4.5. La section canonique α de Hom(F,R) est définie par αq = (d1rq)
−1 :

aXq 7→ a.

Définition 3.4.6. Soit π : P →M un S1-fibré avec une connexion H, la 1-forme de
connexion associée à H est définie par

ω = α ◦ pH ,

où pH est la projection sur F parallèlement à H.

Proposition 3.4.7. Soit π : P → M un S1-fibré principal, avec H une connexion de
P , et ω la forme de connection associée. Alors Il existe une unique 2-forme Ω sur M ,
telle que π∗Ω = dω. Cette forme s’appelle la forme de courbure de la connexion
principale H.
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Pour la preuve, voir [Son15, Définition 11.1, Théorème 11.2].

Définition 3.4.8. Soit π : P → M un S1−fibré principal, H une connexion de P ,et
choisissons x0 ∈M un point de base. Pour toute courbe lisse fermée p : [0, 1]→M avec
p(0) = x0 = p(1), soit η : [0, 1] → P un relèvement horizontal de p. Nous définissons
δ ∈ S1 par η(1) = δ.η(0). Nous appelons δ l’holonomie de p par rapport à H, noté
Hol(p).

En fait, la relèvement horizontal η n’est pas unique, mais l’holonomie ne dépend pas
du choix (voir [KN96, Proposition 3.2]).

En fait, en appliquant la méthode de la Proposition 3.3.3 à des cas plus généraux,
nous avons essentiellement démontré le résultat suivant:

Proposition 3.4.9. Soit π : P → M un S1−fibré principal sur une variété lisse M .
Soit H une connexion et Ω sa courbure. Soit x0 un point de M et p une courbe fermée
lisse basante au point x0. Supposons qu’il existe un plongement du disque c : D2 → M
tel que p = ∂c : S1 →M . Alors ∫

c
Ω = −Hol(p).

Démonstration. Soit ω la forme de connexion sur P , puis par Proposition 3.4.7, nous
avons π∗Ω = ω. Soit η : [0, L]→ P une relèvement horizontal de p et soit η(L) = eiδη(0),

alors δ = Hol(p). Définissons ξ : [0, L] → P par ξ(t) = e−i
t
L
δη(t), puis ξ(0) = ξ(L).

Comme dans la preuve de Proposition 3.3.3, nous construisons h : S1 × I → P tels que
h(t, 0) = ξ(t). Un même calcul montre que∫

c
Ω =

∫ L

0
ω(ξ′(t))dt− 2kπ,

où k ∈ Z. On utilise la définition de ω et le fait que η est horizontal pour montrer que
ω(ξ′(t))dt = − δ

L . Le résultat suit.

3.4.1 Exemple: Fibration de Hopf

Lemme 3.4.10. La fibration de Hopf π : S3 → S2 est un S1-fibré principal, l’action à
gauche de S1 étant donnée par eiφ.q = eiφq.

Ici la notation eiφ.q signifie l’action de eiφ sur q ∈ S3, tandis que la notation eiφq
signifie la multiplication dans les quaternions H.

Démonstration. L’action de S1 sur S3 correspondant à la fibration de Hopf π a déjà été
introduite dans la section 3.1. Le fait que cette action est libre et transitive sur chaque
fibre est évident, car les fibres sont des cercles.

Dans le cas de la fibration de Hopf, nous avons Xq = d
dt |t=0e

it.q = iq, donc Fq = Riq.
Nous fixons une connexion sur ce S1-fibré principal en choisissant pour chaque q ∈

S3, le sous-espace à deux dimensions Hq ⊂ TqS
3 tel que Hq ⊥ Fq. Ici, la métrique
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riemannienne est induite par l’espace ambiant H avec sa métrique euclidienne naturelle.
En fait nous avons

Lemme 3.4.11. Dans la fibration de Hopf π : S3 → S2, il existe une connexion définie
par Hq = Rjq ⊕ Rkq telle que Hq ⊥ Fq en chaque point q de S3.

Démonstration. Il suffit de montrer que 〈iq, jq〉 = 0 = 〈iq, kq〉 pour chaque q ∈ S3.
Mais on sait que les multiplications à gauche et à droite par les éléments de S3 sont des
isométries et que 〈i, j〉 = 0 = 〈i, k〉.

Le Lemme 3.2.1 peut être reformulé comme suit:

Lemme 3.4.12. Dans la fibration de Hopf π : S3 → S2 avec la connexion Hq = Rjq ⊕
Rkq, toute courbe lisse p dans M a un relèvement horizontal η.

Nous avons aussi

Lemme 3.4.13. La section canonique α de la fibration de Hopf est donnée par αq :
Fq → R : aiq 7→ a.

Lemme 3.4.14. Dans la fibration de Hopf π : S3 → S2 avec la connexion Hq = Rjq ⊕
Rkq, la forme de connexion ω est

ωq(aiq + bjq + ckq) = a.

C’est exactement la même forme ω qu’on a vu dans le Lemme 3.3.1.

Démonstration. La première affirmation découle de la définition de connexion et du
Lemme 3.4.13. Pour la seconde, noter que ωq(aiq+bjq+ckq) = a = 〈aiq+bjq+ckq, iq〉 =
〈aiq + bjq + ckq,X(q)〉. Donc ω est bien la forme duale du champ de vecteurs X.

Le resultat du Lemme 3.3.1 se réécrit maintenant comme

Proposition 3.4.15. Dans la fibration de Hopf π : S3 → S2 avec la connexion Hq =
Rjq ⊕ Rkq, soit ω la forme de connexion et Ω la forme de courbure. Soit dV la forme
de volume standard de S2. Alors on a

Ω =
1

2
dV.

Finalement, la Proposition 3.3.3 est un cas particulier du Théoréme 3.4.9. Et c’est
l’approche de Pinkall à la Proposition 3.3.3 dans [Pin85].

3.4.2 Exemple: Fibré tangent unitaire d’une surface riemannienne

Dans le cas d’un S1−fibré principal SM = {v ∈ TM : |v|2 = 1} apparaissant sous la
forme d’un fibré tangent unitaire d’une surface riemannienne (M, g), nous avons
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Lemme 3.4.16. Il existe une connexion H sur SM telle que
1. La connexion affine associée sur TM de H est la connexion de Levi-Civita;
2. La forme de courbure de H est −KdA, où K est la courbure de Gauss et dA est

la forme de volume;
3. Soit p une courbe lisse sur M , est soit v ∈ Sp(0)M , alors le relèvement horizontal

de p à partir de v est la même chose que le transport parallèle de v le long de p.
4. Soit p une courbe lisse sur M et p(0) = p(1), alors l’holonomie de p est la

S1 = SO(Tp(0)M)−rotation associée au transport parallèle le long de p.

Pour la notion de connexion affine associée, voir [KN96, Chapitre 3, Sections 2,3].
Notons ici que l’holonomie par rapport à la connexion principale est la même que
l’holonomie par rapport à la connexion affine associée. Pour une preuve du lemme, ainsi
que du corollaire suivant, voir [ST76, Chapitre 7.2 Théorème, Chapitre 7.3 Théorème 1].

Proposition 3.4.17. Soit M une variété riemannienne de dimension 2 avec la courbure
de Gauss K et une forme de volume dA. Soit aussi c : D2 →M un plongement du disque
tel que ∂c est une courbe fermée lisse de M . Alors, on a

∫
cKdA = Hol(∂c).

Démonstration. Le résultat découle du lemme et de la proposition précédente.

Rappelons la formule de Gauss-Bonnet:

Théorème 3.4.18. Soit M une variété riemannienne de dimension 2 avec une courbure
de Gauss K et une forme de volume dA. Soit aussi c : D2 →M un plongement du disque
tel que p = ∂c est une courbe fermée lisse de M . Alors on a

∫
cKdA +

∫
p κN = 2π, où

κN est la courbure géodésique le long de la courbe p.

Pour une preuve du théorème et une preuve de la proposition suivante (qui est prouvé
implicitement dans la preuve du théorème), voir [Lee18, Theorem 9.3].

Proposition 3.4.19. Avec la notation comme ci-dessus, on a Hol(p) = 2π −
∫
p κN .

Donc la Proposition 3.4.9 se réduit à une formule de Gauss-Bonnet dans cette situ-
ation.

3.5 Cylindres et tores de Hopf

Soit p : [0, L/2]→ S2 une courbe plongée simple de longueur L (de vitesse constante 2)
et soit η : [0, L/2]→ S3 le relevé de p comme dans le Lemme 3.2.1, qui est de longueur
L/2 par le Lemme 3.2.2 (donc η a une paramétrisation unitaire).

On definie une immersion x du cylindre [0, L/2]× R/2πZ dans S3 par:

x(t, φ) = eiφη(t).

On appelle x le cylindre de Hopf correspondant à la courbe p.

Proposition 3.5.1. x est un plongement isométrique.
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Démonstration. L’application x est evidemment bien définie est lisse. On rappelle que,
dans la preuve du Lemme 3.2.2, on a vu que η′ = uη avec u ∈ span(1, j, k). Maintenant,
calculons les derivées partielles:

∂φx = eiφiη, ∂tx = eiφuη.

Ils sont bien unitaires. De plus, ils sont orthogonales, car i ⊥ u ∈ span(1, j, k) et la
multiplication par eiφ est une isométrie. Donc x est un plongement isométrique.

D’après la proposition précédente, on pourrait alors penser que toute courbe fermée
simple de longueur L donne la même tore plat dans S3. Mais en fait, un autre degré
de liberté vient du fait qu’avant de coller le cylindre, on peut le “tourner” (voir Figure
1). La Proposition 3.3.3 précise comment on peut contrôler l’angle de la rotation — il
dépend de l’aire délimitée par la courbe.

Figure 1: Torsion du tore

Soit maintenent p : R/L2Z→ S2 une courbe fermée simple de longueur L (de vitesse
constante 2) qui délimite l’aire A. Soit aussi η : R → S3 le relevé de p comme dans le
Lemme 3.2.1, η ayant la paramétrisation unitaire. Définissons l’application x̂ : R×R→
S3 par x̂(t, φ) = eiφη(t).

Proposition 3.5.2. L’application x̂ descend en un plongement isométrique x : R2/Γ→
S3, où Γ est le réseau engendré par les vecteurs (2π, 0) et (A2 ,

L
2 ). Il s’appelle le tore

de Hopf correspondant à la courbe p (unique à une S1-rotation près).

Démonstration. La Proposition 3.5.1 montre que x̂ est une isométrie locale, donc x̂ peut
être considéré comme un revêtement riemannien du (φ, t)−plan sur notre tore de Hopf.

D’après la définition de x̂ et la Proposition 3.3.3 il est clair que le groupe des au-
tomorphismes du rêvetement riemannien x̂ est engendré par translations de vecteurs
(2π, 0) et (−(−A

2 ), L2 ) = (A2 ,
L
2 ).

Donc x̂ descend bien en un plongement isométrique x : R2/Γ→ S3
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Remarque. Un argument similaire s’applique à tous les S1−fibrés principals (voir sec-
tion 3.4).

3.6 Classification des tores plats

Dans cette subsection nous allons classer tous les tores plats à homothéthie près.

Lemme 3.6.1. Deux tores plats R2/Γ1 et R2/Γ2 sont isométriques si et seulement s’il
existe une transformation linéaire orthogonale F : R2 → R2 tel que F (Γ1) = Γ2.

Démonstration. Si R2/Γ1 et R2/Γ2 sont isométriques, on relève l’isométrie entre tores
plats en une isométrie de R2 qui fixe l’origine, d’où une transformation linéaire orthonog-
onale F : R2 → R2. Puisque F induit une bijection entre des tores plats, F (Γ1) = Γ2.
La réciproque est évidente, puisque F induira une isométrie entre des tores plats.

Définition 3.6.2. On dit qu’un tore plat T est homothétique de R2/Γ s’il existe λ ∈ R+

tel que T est isométrique à R2/λΓ.

Corollaire 3.6.3. Deux tores plats R2/Γ1 et R2/Γ2 sont homothétiques si et seulement
s’il existe une transformation linéaire orthonogonale F : R2 → R2 et λ ∈ R+, tels que
F (Γ1) = λΓ2.

Nous définissons H = {(x, y) ∈ R2|y > 0}, le demi-plan supérieur.
On note par e le vecteur (1, 0) ∈ R2.

Lemme 3.6.4. Pour tout tores plats T , il existe un nombre réel positif λ ∈ R+, et un
vecteur v ∈ H tels que T est isométrique à R2/Γ, où Γ = λ〈e, v〉.

Démonstration. Supposons que T = R2/Γ1. Nous pouvons toujours envoyer par rotation
un de générateurs de Γ1 sur v1 ∈ R+ × {0}, et l’autre — dans H. Puis nous faisons une
homothétie qui envoie v1 sur e.

On identifie H avec {z ∈ C|Imz > 0}.
On rappelle les groupes classiques: GL(2,Z) — matrices à coefficients entières de

déterminant±1; SL(2,Z) — matrices à coefficients entières de déterminant 1; PGL(2,Z) =
GL(2,Z)/± Id; PSL(2,Z) = SL(2,Z)/± Id.

Lemme 3.6.5. Il existe une action de SL(2,Z) sur H donnée par(
a b
c d

)
τ =

aτ + b

cτ + d
.

Elle induit une action de PSL(2,Z) sur H.
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Démonstration. Notons que(
a1 b1
c1 d1

)(
a b
c d

)
τ =

(
a1 b1
c1 d1

)
aτ + b

cτ + d

=
a1aτ + a1b+ b1cτ + b1d

c1aτ + c1b+ d1cτ + d1d

=

((
a1 b1
c1 d1

)(
a b
c d

))
τ,

C’est donc bien une action de SL(2,Z). Les éléments ± Id de SL(2,Z) agissent triviale-
ment sur H, donc on obtient une action de PSL(2,Z).

Soit r : H → H, z 7→ −z. Puisque r2 = id, il s’ensuit que r est un difféomorphisme.

Remarque. C’est claire que tout élément de PGL(2,Z) est de la forme A ou RA, où

A ∈ PSL(2,Z) et R =

(
1 0
0 −1

)
.

Lemme 3.6.6. Il existe une action de PGL(2,Z) sur H telle que les éléments de la
forme A ∈ PSL(2,Z) agissent comme dans le Lemme 3.6.5 ci-dessus, et les éléments de
la forme RA agissent comme r ◦A.

Démonstration. Regardons deux groupes: PGL(2,Z) et le groupe des difféomorphismes
de H engendrée par l’action de PSL(2,Z) et r. Tous les deux groupes sont des produits
semi-direct de PSL(2,Z) et Z2. Il suffit de montrer que Z2 agit par conjugaison sur
PSL(2,Z) de la même manière dans chaque groupe, c’est à dire, (RAR)τ = rArτ, ∀τ ∈
H. Cela va donner que les groupes sont isomorphes. Calculons:

RAR =

(
1 0
0 −1

)(
a b
c d

)(
1 0
0 −1

)
=

(
a −b
−c d

)
rArτ = rA(−τ) = r

−aτ + b

−cτ + d
=

(
a −b
−c d

)
τ

Lemme 3.6.7. Soit Γ1 = 〈e, v1〉, Γ2 = 〈e, v2〉, où v1, v2 ∈ H, alors R2/Γ1 est ho-
mothétique à R2/Γ2 si et seulement s’il existe A ∈ PGL(2,Z) tels que v2 = Av1.

Démonstration. Supposons que R2/Γ1 soit homothétique à R2/Γ2. Par le lemme précédent,
il existe λ ∈ R+, F ∈ O(2) tel que Γ2 = λF (Γ1), en remplaçant v2 par r(v2), on
peut supposer que F ∈ SO(2), qui est une rotation d’un angle θ, soit z = λeiθ, alors
〈e, v2〉 = 〈ze, zv〉. Ce qui implique qu’il existe a, b, c, d ∈ Z avec ad − bc = 1 tel que

v2 = azv1 + bze, e = czv1 +dze (parce que l’inverse de

(
a b
c d

)
est un matrice avec des

coefficients entiers), en prenant le quotient, nous obtenons v2 = av1+b
cv1+d

. Pour l’inverse,
nous inversons l’argument ci-dessus.
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Corollaire 3.6.8. Il existe une bijection entre l’ensemble des orbites de PGL(2,Z) sur
H et l’ensemble des classes homothétiques de tores plats.

Pour visualiser l’action de PGL(2,Z), voir Figure 2.

Figure 2: Le demi-plan supérieur est divisé en régions, et la fermeture de chaque région
contient un ensemble complet de représentants de l’action de PGL(2,Z). Dans le di-
gramme, nous n’avons pas noyé toutes les régions, en fait les régions sont disposées de
manière fractale.

Proposition 3.6.9. Soit R1 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1
2 , x

2 + y2 ≥ 1}, alors pour tout v ∈ H,
il existe un unique τ ∈ R1 tel que v et τ sont dans la même orbite sous l’action de
PGL(2,Z).

La preuve suivante est adaptée de [Apo90, Theorem 2.3].

Démonstration. Tout d’abord, considérons le réseau Γ〈1, v〉, si nous choisissons une autre
base ω1, ω2 et soit Γ1 = 〈1, ω1

ω2
〉, alors R2/Γ, R2/Γ1 sont homothétiques. Soit τ = ω1

ω2
∈ H,

il résulte du Lemme 3.6.7 que v, τ sont dans la même orbite de PGL(2,Z). Ensuite,
nous choisissons ω1, ω2 de la manière suivante: nous organisons les éléments de Γ〈1, v〉
tel que Γ〈1, v〉 = {0, w1, w2, . . . }, où 0 < |w1| ≤ |w2| ≤ . . . , et arg(wn) < arg(wn+1) si
|wn| = |wn+1|, et nous choisissons ω1 = w1, ω2 le premier membre de cette séquence qu’il
ne s’agisse pas d’un multiple de ω1. Ensuite, il en résulte que τ ∈ R1 ∪ r(R1). Donc, la
partie existence suit.

Inversement, nous montrons le caractère unique de τ ∈ R1. Nous devons prouver
qu’il n’ya pas deux points distincts de R1 qui sont équivalents sous PGL(2,Z), soit

τ1 = Aτ , où A =

(
a b
c d

)
. Nous avons

Im(τ1) =
Im(τ)

|cτ + d|2
.
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Si τ ∈ R1 et c 6= 0 nous avons

|cτ + d|2 = c2ττ + cd(τ + τ) + d2 ≥ c2 − |cd|+ d2,

et l’égalité est obtenue si et seulement si τ = ei
π
3 , donc si d = 0, nous trouvons |cτ+d|2 >

c2 ≥ 1, et si d 6= 0 nous avons c2 − |cd| + d2 = (|c| − |d|)2 + |cd| ≥ |cd| ≥ 1. Supposons
que τ ′ = Aτ ou τ ′ = rAτ , avec τ ′, τ ∈ R1 et c 6= 0. Ensuite, en considérant la partie
imaginaire, nous trouvons que τ = τ ′. (Notons que r ne change pas la partie imaginaire).
On peut donc supposer que c = 0, alors on peut supposer que a = d = 1, et que la matrice
A ∈ PSL(2,Z) est une translation du vecteur b ∈ Z. Donc τ ′ = Aτ ou τ ′ = rAτ avec
τ ′, τ ∈ R1 implique que τ = τ ′. Cela prouve l’unicité.

Par une dilatation de 2π, nous avons

Corollaire 3.6.10. Pour tout tores plat T , il existe un unique point τ dans la région
R2 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ π, x2 + y2 ≥ 4π2} tel que T soit homothétique à R2/〈2π, τ〉.

3.7 Exemples et fin de la preuve du Théorème 3.0.1

Regardons l’espace des classes homothétiques (Figure 3).

Figure 3

La Figure 3 est obtenu à partir de la Figure 2 par une homothétie de scalaire 2π.
Dans la figure, O correspond à l’origine, G = (π, 0), B = (2π, 0), C = (π, π), et le

cercle OCB a un rayon π et centre G. E = (0, 2π), F = (π,
√

3π) et le cercle contenant
l’arc EF est le cercle de rayon 2π de centre O.

Définition 3.7.1. Une courbe lisse simple fermée dans S2 de longueur L et de l’aire
orienté A (voir Définition 3.3.2) est de type (min(A,4π−A)

2 , L2 ).

On rappelle l’inégalité isopérimètrique pour la sphère (voir [BZ88] pour la référence
moderne).
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Proposition 3.7.2. Soit p une courbe lisse simple fermée dans S2 de longueur L et de
l’aire orienté A, nous avons alors(

L

2

)2

+

(
A

2
− π

)2

≥ π2.

Voir [BZ88, Theorem 2.2.1] pour la preuve de l’inégalité.

Remarque. Notons que l’inégalité est invariante par (A,L) 7→ (4π − A,L), i.e. par le
changement d’orientation de la courbe p.

Il est clair que nous avons une bijection entre l’ensemble des types de courbes et la
région K = {(x, y)|0 < x ≤ π, (x− π)2 + y2 ≥ π2}.

Il découle de la Proposition 3.5.2 que la courbe de type (a, b) correspond au tore de
Hopf isométrique à R/〈(2π, 0), (a, b)〉. Cela donne une application Φ : K → H/PGL(2,Z),
par le Corollaire 3.6.8.

Dans cette section, nous étudierons la cardinalité de l’image inverse de Φ.

Définition 3.7.3. Nous disons qu’un tore plat T est un tore rhombique, si T est
isométrique à R2/Γ, où Γ a une paire de générateur {v1, v2} tels que |v1| = |v2|.

Ici, |v| indique la longueur standard de v ∈ R2. Il est clair que si T1 est homothétique
à T2, alors T1 est rhombique si et seulement si T2 l’est (Lemme 3.6.3).

Proposition 3.7.4. Pour v ∈ H, R2/〈(2π, 0), v〉 est rhombique si et seulement si l’orbite
de v sous l’action de PGL(2,Z) contient un représentant dans les arcs EF et F∞, y
compris les points E et F .

Démonstration. Notons que l’arc F∞ est envoyé à l’arc FB par un élément de PGL(2,Z,
donc on peut remplacer EF , F∞ par EB, sans point B.

EB est un arc du cercle centré en zéro, donc si v ∈ EB, alors (2π, 0) et v sont de la
même longueur.

Inversement, supposons que R2/〈(2π, 0), v〉 est rhombique. Alors il existe deux
vecteurs v1 et v2 de la même longueur tels que R2/〈(2π, 0), v〉 = R2/〈v1, v2〉. Par
une composition d’une isométrie et d’une homothétie de R2, on peut envoyer v1, v2 sur
(2π, 0), v′, où |v′| = 2π et v′ ∈ H. Alors R2/〈(2π, 0), v〉 est homothétique à R2/〈(2π, 0), v′〉
par le Corollaire 3.6.3. Il reste à noter que l’arc {x2 + y2 = 4π2, x ≤ 0, y > 0} peut être
envoyé sur l’arc EB par R ∈ PGL(2,Z).

Définition 3.7.5. Le tore équilatéral est le tore R2/〈(2π, 0), (π,
√

3π)〉.

Définition 3.7.6. Nous disons qu’un tore plat T est un tore rectangulaire, si T est
isométrique à R2/Γ, où Γ a une paire de générateur {v1, v2} tel que v1 · v2 = 0.

Il est clair que si T1 est homothétique à T2, alors T1 est rectangulaire si et seulement
si T2 l’est (Lemme 3.6.3).

Proposition 3.7.7. Pour v ∈ H, R2/〈(2π, 0), v〉 est rectangulaire si et seulement si
l’orbite de v sous l’action de PGL(2,Z) contient un représentant dans l’arc E∞, y
compris le point E.
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La preuve de cette proposition est similaire à celle de la Proposition 3.7.4.
Notons qu’il existe un élément de PGL(2,Z) qui envoie l’arc E∞ sur l’arc CO.

Définition 3.7.8. Le tore carré est le tore R2/〈(2π, 0), (π, π)〉.

Théorème 3.7.9.
(1) Le tore équilatéral a un unique représentant dans K;
(2) Chaque tore rectangulaire a un unique représentant dans K;
(3) Chaque tore rombique non-équilatéral et non-carré a 2 représentants dans K;
(4) Tous les autres tores ont 3 représentants dans K.

Démonstration. Soit K1 l’intérieur de la région ∞EF∞, K2 l’intérieur de la région
OEF , K3 l’intérieur de la région OFC.

Pour (a, b) ∈ K, il résulte du Corollaire 3.6.8 que #Φ−1(Φ(a, b)) = #(G.(a, b) ∩K).
D’autre part, l’inversion par rapport au cercle EFB est donnée par la formule i1 :

z 7→ 4π2

z , qui envoie K1 bijectivement sur K2, en fixant les points sur l’arc EF , et

l’inversion par rapport au cercle OF est donnée par la formule i2 : z 7→ 4π2

z−2π + 2π, qui

envoie K2 bijectivement sur K3, en fixant les points sur l’arc OF .
Donc pour les points à l’intérieur de K1,K2,K3, #(G.(a, b) ∩ K) = 3, par exem-

ple, si (a, b) ∈ K1, alors G.(a, b) = {(a, b), i1(a, b), i2i1(a, b)}. Une discussion similaire
s’applique à tous les autres cas.

Remarque. Notons que d’après la preuve de la proposition précédente, il est clair que
Φ est surjectif, donc le Théorème 3.0.1 suit.

4 C1−plongement dans R3

4.1 L’affirmation du résultat

Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit (R3, can) l’espace euclidien de dimension
3.

Définition 4.1.1. Un C1 plongement isométrique entre deux varietés riemanniennes
(M, gM ) et (N, gN ) est un C1 plongement f : M → N dont l’application tangente en
tout point est une isométrie sur son image.

Soit T = R2/〈1, i〉 munie de la métrique standard, c’est le tore carré (voir Définition
3.7.8).

Théorème 4.1.2. Il existe un C1−plongement isométrique T → (R3, can).

Pour plus de details de la preuve de cette théorème, nous renvoyons à [BJLT13].
Notons que la preuve de l’impossibilité du plongement isométrique dans R3 utilise la

courbure, mais on ne peut pas parler de la courbure d’un plongement de classe C1.
Nous allons expliquer l’idée de la preuve.
Nous mentionnons ici le théorème de Nash-Kuiper, selon lequel tout tore plat admet

un plongement isométrique dans R3. Il a été prouvé initialement par Nash et Kuiper,
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voir [Nas54] et Kuiper [Kui55]. Cependant, dans cette section, nous suivons l’article
excellent de Borrelli et al. [BJLT13].

4.2 Intégration convexe de dimension 1

La technique de la construction de ce plongement isométrique est l’intégration convexe.
Nous allons expliquer la technique par un exemple de dimension 1.

Soit I = [0, 1], muni d’une métrique µ = µ(x)dx, où µ(x) > 0. Soit f : I → R3 un
plongement de classe C1, tel que |f ′(x)| < µ(x), et on dit que f est court dans ce cas.

On peut ([BJLT13, Section 2.2]) donc choisir une famille h : R/Z× I → R3 telle que
h(x, t) ∈ S2(µ(x)),∀x, t, et ∫ 1

0
h(x, u) = f ′(x),∀x ∈ I.

Où S2(µ(x)) et la sphére de dimension 2 et de rayon µ(x).
Nous définissons

FN (t) = f(0) +

∫ t

0
h(x, {Nx})dx, (1)

où N ∈ N. Alors F ′N (t) = h(t, {Nt}), de sorte que |F ′N (t)| = µ(t), et FN est donc une
C1−immersion isométrique. On vérifie que ||FN − f ||∞ = O( 1

N ), ([BJLT13, Lemma 1])
c’est-à-dire que FN est C0−proche de f . Puisque f est un plongement, pour N assez
grand, FN est donc un plongement isométrique de classe C1.

La construction (1) est l’intégration convexe. Avec cette construction, nous avons
prouvé que

Proposition 4.2.1. Si il existe un plongement de classe C1 court f : I → R3 par rapport
à une métrique µ, alors il existe un plongement de classe C1 isométrique F : (I, µ) →
(R3, can).

Remarque. Pour une preuve facile de la proposition précédente, on peut faire un change-

ment de variable s =
∫ t
0
|f ′(u)|
µ(u) du. Mais cet argument est difficile à généraliser à dimension

2. En revanche, il est possible de faire l’intégration convexe dans dimension 2.

4.3 Intégration convexe de dimension 2, cas primitif

Soit T = R2/〈1, i〉 comme avant, mais munie d’une métrique µ, et soit f : (T, µ) →
(R3, can) un plongement de classe C1 court. De plus, supposons que µ = f∗can+ ρl⊗ l,
où ρ : T → R+ est une fonction strictement positive, et l : R2 → R est une transformation
linéaire, telle que ∃V ∈ Ker(l), 0 6= V ∈ Z3. Dans ce cas, on dit que µ différe de f∗can
par une métrique primitive.

On peut choisir U ∈ R2 telle que (U, V ) est une base orthogonale directe et |U ||V | = 1.
On obtient une paramétrisation φ : Cyl = R/Z × I → T , (s, t) 7→ tV + sU . Nous
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appliquons l’intégration convexe au plongement de classe C1 court f ◦ φt : I → R3, s 7→
f(φ(s, t)):

F : Cyl→ R3, F ◦ φt(s) = f(tV ) +

∫ s

0
h(t, u, {Nu})du. (2)

On vérifie que F ∗can(U,U) est proche de µ(U,U) par construction, et que F ∗can(V, V )
est proche de µ(V, V ), car l(V ) = 0. Mais un calcul direct montre que F ∗can(U, V ) et
µ(U, V ) ne sont pas proches, si µ(U, V ) 6= 0. ([BJLT13, Section 2.3.1])

Afin de résoudre ce problème, nous remplaçons U par W où W = U + ζV telle
que µ(U, V ) = 0. Soit φt la courbe intégrale de W , φ(t, s) = sU + ψ(t, s)V , et nous
redéfinissons F par la même formule (2). On peut montrer que F est proche de f et que
F ∗can est proche de µ.

Un autre problème est que F n’est pas une application sur T , car F prend des valeurs
différentes sur les frontières de Cyl. Afin de résoudre ce problème, nous choisissons une
fonction w : [0, 1] → [0, 1] telle que w(0) = 0, w(1) = 1, wk(0) = 0 = wk(1), ∀k ≥ 1, et
nous définissons

F (φ(t, s)) = F (φ(t, s))− w(s)(F (φ(t, 1))− f(φ(t, 1))). (3)

On peut trouver une preuve du théorème suivant dans [BJLT13, Theorem 10].

Théorème 4.3.1. Avec la notation comme ci-dessus, on peut choisir h telle que

1. ||F − f ||∞ ≤ K1(h)
N et ||F − f ||∞ ≤ 2

√
7|U |||ρ||

1
2∞,

2. ||dF − df ||∞ ≤ K2(h,ζ,ψ,w)
N +

√
7|U |||ρ||

1
2∞,

3. ||dF (V )− df(V )||∞ ≤ K3(h,ψ)
N ,

4. ||dF (W )− df(W )∞ ≤
√

7|U |(1 + ||w′||∞), et

5. ||µ− F ∗can|| ≤ K4(f◦φ,h,w′,φ)
N .

où K1,K2,K3,K4 sont des constantes.

4.4 Intégration convexe de dimension 2, cas général

Soit g la métrique standard sur T = R2/〈1, i〉, et soit f0 : T → R3 un plongement court.
Soit ∆ = g − f∗0 can.

On prend l1 = dx, l2 = 1√
5
(dx + 2dy), l3 = 1√

5
(dx − 2dy). Alors chaque métrique D

sur T admet une décomposition unique: D = ρ1(D)l1 ⊗ l1 + ρ2(D)l2 ⊗ l2 + ρ3(D)l3 ⊗ l3,
où ρi est une fonction sur T . Soit C = {D|ρi(D) > 0}, et supposons que ∆ ∈ C. Donc
∆ et la somme de trois métriques primitives.

Soit (δk) une suite croissante de nombres positifs convergeant vers 1. Nous appliquons
le Théorème 4.3.1 trois fois à µ = f∗0 can+ δ1ρ1(∆)l1 ⊗ l1, µ = f∗0 can+ δ1ρ1(∆)l1 ⊗ l1 +
δ1ρ2(∆)l2 ⊗ l2 et µ = f∗0 can + δ1ρ1(∆)l1 ⊗ l1 + δ1ρ3(∆)l3 ⊗ l3, et nous obtenons une
nouvelle application f1 : T → R3 telle que f∗1 can et f∗0 can+ δ1∆ sont proches ([BJLT13,
Theorem 11]).

Nous appliquons la même procédure, et nous obtenons une nouvelle application f2 :
T → R3 telle que f∗2 can et f∗0 can + δ2∆ sont proches. Nous faisons la même chose
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inductivement, et finalement nous obtenons une suite (fk). On montre que si (δk) sont
bien choisis, alors (fk) converge par rapport à C1−topologie. Soit f∞ la C1−limite de
(fk), alors f∞ est un C1−plongement isométrique (T, g)→ (R3, can) ([BJLT13, Theorem
17]).

C’est l’idée de la preuve du Théorème 4.1.2.

5 Plongements linéaires par morceaux

Bien qu’il est impossible de plonger isométriquement de manière lisse des tores plats dans
R3, il se trouve que, dans les cas spécifiques, on peut le faire linéairement par morceaux.

Définition 5.0.1. Soit Γ un réseau de R2. L’application f : R2/Γ → R3 est dite un
plongement isométrique linéaire par morceaux si

• f est une plongement au sens topologique;

• il existe un recouvrement finie de R2/Γ tel que la restriction de f à chaque élément
du recouvrement est une isométrie linéaire (composition de rotation et de transla-
tion) sur un polygone plat dans R3.

Notons qu’un tel plongement correspond au pliage de la feuille de papier à la manière
d’un “origami”. C’est à dire, les plis sont droits et ils sont faits sans déchirer le papier.
Donc on va appler une telle application le pliage. On peut aussi dire qu’une surface est
pliée d’une autre.

Alors, dans cette partie, on va prouver le résultat suivant:

Théorème 5.0.2. Soit T un tore plat qui vient du parallélogramme P ⊂ R2 (dont les
côtés opposés on identifie). Si P a deux côtés opposés dont la longueur est suffisamment
plus petite que la distance entre eux, alors il existe un plongement isométrique linéaire
par morceaux de T dans R3.

La preuve va suivre l’article [Zal97].

5.1 Pliage d’un cylidnre

On commence par un lemme préliminaire (dans la suite, tout se passe dans R3).

Lemme 5.1.1. Soit un triangle isocèle ABC (CA = CB) est plié le long de sa hauteur
CD est placé de manière suivant: les côtés CA et CB sont dans le plan H, est l’angle
entre les plans ADB et H est égale à α ∈]0, π/2[.

Alors on peut le plier de sorte que CA et CB restent fixés, l’angle entre le nouveau
plan ADB et H est égale à β ∈]0, α[, et toute la construction reste d’un côté du plan
ADB.

Démonstration. Notons δ = α− β et considerons deux cas.
Premier cas: β > δ

2 .
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Figure 4: Pliage d’un triangle

Prenons le point D1 ∈ CD tel que l’angle entre les plans H et AD1B soit égale à
δ/2 (voir Figure 4, gauche). Puis réflétons la partie au-dessus de AD1B dans ce même
plan. L’angle entre le nouveau plan ADB est H est égale à δ/2 − (α − δ/2) = −β < 0
donc la partie reflétée intersecte le plan H en une ligne AD2B. Finalement, réflétons
la partie au-dessous de H dans H. Après ces manipulations le triangle est plié en une
forme montrée dans la Figure 4, droit. Le nouveau angle entre H et ADB est bien égale
à −(−β) = β. De plus, comme β > δ/2, le plan AD1B est bien du même côté de ADB
que C.

Deuxième cas: β ≤ δ
2 .

Prenons un entier n ≥ 1 tel que β > δ
2n , et D1 tel que l’angle entre AD1B et H

est δ/2n. Puis on répète successivement les réflexions dans AD1B et H n fois. Comme
dans le premier cas, on montre que l’angle souhaité diminue par δ/n à chaque fois, et la
construction reste toujours d’un côté du plan ADB.

Maintenant, prenons un cylindre plat. En le pliant, on peut lui donner la forme de
prisme dont la section orthogonale est un triangle régulier. On va plier ce cylindre par
angle φ ∈]0, π[ le long du segment CC ′ (C et C ′ appartiennent aux arêtes du cylindre,
CC ′ est orthogonale à ces arêtes).

Pour cela, coupons deux triangles isocèles égaux ABC et ABC ′ de notre cylindre
(Figure 5, en haut). Soit λ l’angle qu’on a choisi en sommets C et C ′. Plions la nouvelle
construction le long de CC ′ par angle φ. Les nouveaux angles ∠ACB = ∠AC ′B = µ < λ
(Figure 5, en bas).

Remarque. Pour chaque φ ∈]0, π[ il existe la valeur λ0 de λ telle que l’angle entre les
plans ACC ′ et BCC ′ soit égal à φ, et donc ces plans cöıncident après le pliage par angle
φ le long de CC ′. On suppose que λ est choisi de sorte que λ0 < λ < π. Dans ce cas la
Figure 5 (en bas) est vraie qualitativement.

Puis, plions le triangle ABC le long de sa hauteur CD de sorte que ∠ACB = µ et
le rattachons au cylindre de sorte que D est de côté du cylindre.

Sous les conditions de la Figure 5 (en bas), soit Q le plan contenant CC ′ qui coupe
en deux les angles ∠ACB et ∠AC ′B. La Figure 6 (gauche) montre ce plan. Le point A′

est la projection de A et B sur Q. Soit l la droite passant par A′ qui est perpendiculaire
à CC. C’est l’axe de symétrie de notre construction. Le point D (du triangle plié et
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Figure 5: Pliage d’un cylindre

attaché ABC) est dans Q par symétrie. De plus, D est situé à gauche de l et au-dessous
de CC ′. En effet, CD = CC ′ et CD ⊥ DA′ (comme CD ⊥ DA et A′ est une projection
orthogonale de A). Donc A′D est la tangente au cercle de centre C est rayon CC ′ (Figure
6, droit). C’est clair que tous les points D satisfaisant cette condition sont à gauche de
l et au-dessous de CC ′.

Alors α = ∠DA′C < ∠(l, A′C) = β, et donc par le Lemme 5.1.1 on peut encore plier
le triangle ABC de sorte que l’angle entre les plans ACB et ADB devient β et toute le
traingle ABC est finalement à droite de l.

A'

D

CC'

l

α
β

A'

D

CC'

l

Figure 6: Le plan Q Figure 7

Cela garantit que, quand on fait la même procédure avec le triangle AC ′B, les
deux triangles se recollent bien le long du chemin ADB et ne s’intersectent plus nulle
part. Donc on obtient une surface isométrique au cylindre donné. C’est à dire, on a

Proposition 5.1.2. On peut plier un cylindre trièdre long par un angle φ ∈]0, π[ en
direction de chaque de ces arêtes.
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Cette proposition donne en fait la preuve du Théorème 5.0.2 pour les tores venant
de rectangles (suffisamment longs). En effet, d’abord on plier le rectangle en un cylindre
trièdre dont la section orthogonale est un triangle régulier. Comme le cylindre est
suffisamment long, on peut effectuer six “π/3-pliages” en direction de la même arête. A
la fin, il est possible de recoller les bases du cylindre (voir Figure 7).

5.2 Rotation de structure des faces

Soit ABC un triangle régulier dans un plan P (Figure 8, gauche). Projetons ce triangle
sur un plan P ′ qui est parallèle à P , puis tournons la projection autour de son centre
par un angle α ∈ [−π/3, π/3]. Cela donne un triangle A′B′C ′. Si on lie les points
AA′BB′CC ′A par une ligne polygonale, on obtient six triangles congruents (par rotation
autour de l’axe commun des triangles ABC et A′B′C ′):

AA′B = A′BB′ = BB′C = B′CC ′ = CC ′A = C ′AA′.

On appelle la surface formée par ces triangles le joint de rotation α.
A chaque sommet du joint trois angles de triangles differents se rencontrent. Ces

angles sont égaux aux trois angles de AA′B, par example. Donc leur somme est π. Cela
veut dire, le joint est isométrique au cylindre plat dont le périmètre de la base est
AB +BC + CA et la hauteur h est égale à la hauteur A′D de triangle AA′B.

A B

C

A' B'
C'

A
B

C

A'
B'

C'

P

P'

A B

A' B'

D

Figure 8: Le joint et la rotation de structure des faces

Prenons maintenant un cylindre dont la section orthogonale est égale à notre triangle
ABC. Si on coupe un morceau du cylindre de longueur h et le remplace par notre joint
de rotation α, puis tourne la partie en bas du cylindre par le même angle α, on obtien
un pliage du cylindre initial (Figure 8, centre). Noter qu’essentiellement la structure des
faces a été tournée par un angle α, et les parties du cylindre qui sont separées par le
joint ont le même axe.
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Remarque. L’introduction du joint ne tourne que la structure des faces du cylindre. La
”matière” ou la ”métrique intrinsèque” de la surface ne sont pas tournées. Par exemple:
soit A′D la hauteur du triangle AA′B, et prenons la droite dans la première partie du
cylindre perpendiculaire à AB et passant par D (voir Figure 8, droit). Cette droite est
continue dans le joint par le segment DA′ et puis, dans la deuxième partie, par l’arête
passant par A′.

Remarque. Pour tous α ∈ [−π/3, π/3], la hauteur du joint peut être prise arbitraire-
ment petite.

Les joints permet de prouver la proposition plus forte que la Proposition 5.1.2:

Proposition 5.2.1. On peut plier un cylindre trièdre long par un angle φ ∈]0, π[ en
toute direction.

Démonstration. D’abord, ajouter le joint pour tourner les faces de sorte qu’on obtient
une arête dans la direction voulue. Puis, on effectue le pliage standard en direction de
cette arête.

5.3 Fin de la preuve

Il est bien connu que la somme d’angles d’un triangle sphérique est plus grande que π.
Si on regarde la sphère unité, alors la difference entre cette somme et π est égale à l’aire
de ce triangle.

Soit PQR un triangle sphérique sur la shpère unité de centre O. On imagine une
tige le long de OP fixée dans le point O avec un disque orthogonal à OP fixé dans le
point P (voir Figure 9). Marquons un rayon sur ce disque. Puis, on tourne la tige
dans les positions OQ − OR − OP sans tourner la tige autour de son axe. La tige
revient à sa position initiale, mais le rayon sur le disque ne l’est pas. Par le théorème de
Gauss-Bonnet, il tourne par angle égal à l’aire de triangle sphérique PQR.

On peut aussi le voir comme suit. La composition de trois rotations qu’on ait c’est
encore une rotation qui fixe le point P . Donc c’est une rotation autour de OP par un
certain angle. Le calcul explicite donne la valeur de ce angle.

Q

P

R

O

Figure 9
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Passons à la preuve du Théorème 5.0.2 dans le cas general. On a déjà vu qu’un
tore plat quelconque peut être obtenu en collant les bases d’un cylindre plat, mais, en
général, l’une des bases doit être ”tournée” avant cela par un certain angle α ∈]0, 2π[
(Figure 1).

Prenons un triangle sphérique PQR d’aire α. Soit M1M2M3M4M5 une ligne polyg-
onale telle que les direction des segments M1M2,M2M3,M3M4,M4M5 sont les mêmes
que des vecteurs OP,OQ,OR,OP respectivement. Par Proposition 5.2.1, en prenant les
longueur de ces segments suffisamment grandes, on peut plier un cylindre plat trièdre
de manière que ces segments sont des axes des parties du cylindre (voir Figure 10). Par
nos considérations précédentes, la ”matière” ou la ”métrique intrinsèque” du cylindre
est tournée par angle α autour de l’axe du cylindre. En effet, pendant les pliages, la
”matière” faire les mêmes rotations que le disque fixé sur la tige dans la Figure 9.

M1 M2

M3

M4 M5

M6

M7

A B
C

A'
B'

C'

Figure 10

Ajoutons encore deux segments M5M6 et M6M7 pour que les sections orthogonales
initiale et finale ABC et A′B′C ′ ont le même axe et leur côtés sont parallèles. Cette
operation ne tourne pas la matière du cylindre.

Finalement, pour le cylindre trièdre long dont les bases on veut coller avec rotation
par angle α, d’abord on fait six “π/3-pliages” comme dans la Figure 7, puis on insère la
construction de la Figure 10 à l’une de parties du cylindre. Cela donne le pliage du tore
voulu et donc la preuve du Théorème 5.0.2.
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